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Ondas estacionarias
Armónicos en cuerdas
	SOBRETONOS Y ARMONICA
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Un sobretono es un componente sinusoidal de la forma de una onda, de mayor frecuencia que su frecuencia fundamental. Generalmente el primer sobretono es el segundo armónico, el segundo sobretono el tercer armónico, etcétera.
Típicamente el término se refiere a ondas acústicas, especialmente en cuanto a temas relacionados a la música. A pesar del uso mezclado, un sobretono o es armónico o es parcial. El sobretono parcial o inarmónico es un múltiplo no entero de una frecuencia fundamental.
Un ejemplo de sobretonos armónicos:                                    
 “Sobretonos armónicos”.
	f
	440 Hz
	tono fundamental
	primer armónico

	2f
	880 Hz
	primer sobretono
	segundo armónico

	3f
	1320 Hz
	segundo sobretono
	tercer armónico


No todos los sobretonos son armónicos, o múltiplos enteros de la frecuencia fundamental. Algunos instrumentos musicales producen sobretonos más agudos o encerrados que los armónicos. Esta característica es uno de los varios elementos que aportan a su sonido.; como efecto secundario hace que las formas de onda no sean completamente periódicas.
La fundamental es la frecuencia a la que vibra la onda completa. Los sobretonos son otros componentes sinusoides presentes a frecuencias superiores a la fundamental. Todos los componentes de frecuencia que forman la forma de onda completa, incluyendo el fundamental y los sobretonos se llaman parciales.
Los sobretonos que son múltiplos enteros del fundamental se llaman armónicos. Cuando un sobretono está cerca de ser armónico, a menudo se llama armónico parcial, aunque se denomina simplemente como armónico. Algunas veces los sobretonos no están cerca de ningún armónico, entonces se llaman parciales o sobretonos inarmónicos.
La frecuencia fundamental se considera el primer armónico y el primer parcial. La numeración de los parciales y armónicos es normalmente la misma, el segundo parcial es el segundo armónico, etc. Pero si hay parciales inarmónicos, la numeración no coincidirá. Los sobretonos, están numerados según estén por encima del fundamental. Hablando estrictamente, el primer sobretono es el segundo parcial (y normalmente el segundo armónico). Como esto puede resultar confuso, sólo los armónicos se llaman por sus números y los sobretonos y los parciales se describen según su relación con estos armónicos.
Cuando una onda periódica está compuesta de un fundamental y sólo armónicos impares (f, 3f, 5f, 7f,...), la onda suma es una media onda simétrica, es decir, se puede invertir y cambiar la fase y sería exactamente la misma. Si la onda tiene algún armónico par (0f, 2f, 4f, 6f,...) será asimétrica, la parte de arriba no será una imagen especular de la de abajo.
El contrario también es cierto. Un sistema que cambia la forma de la onda (mediante escalado o desplazamiento de fase) crea armónicos adicionales (distorsión armónica) y se dice que es un sistema no lineal. Si afecta a la onda simétricamente, los armónicos producidos sólo serán impares, si la afecta asimétricamente, habrá al menos un armónico par.

	 

	MODOS DE VIBRAR DE UNA CUERDA TENSA Y FIJA EN LOS EXTREMOS. Creo que ya te había contado que al hacer vibrar una cuerda se produce automáticamente una onda estacionaria. En realidad eso ocurre cuando la cuerda es suficientemente corta y se halla suficientemente tensa... pero ese es, justamente, el caso en el que vos estás pensando... de modo que no te preocupes, admitamos la generalización.
También te dije -creo- los extremos fijos imponen una fuerte restricción geométrica al obligar a la onda estacionaria a colocar un nodo en cada extremo. 
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	No negarás que te conté que la longitud de la onda estacionaria resultaba irremediablemente igual al doble de la longitud de la cuerda... Lo interesante de las cuerdas es que no están impedidas de vibrar al mismo tiempo de otra manera... ¡y de hecho lo hacen! respetando siempre la condición de colocar nodos en los extremos. 
A esos otros modos de vibración (si querés podés llamarlos parásitos, u oportunistas... ya se van a vengar) se los denomina armónicos. Acá te los muestro, un poquito exagerados:
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	Y así sucesivamente, decreciendo en importancia. Si llamamos n al número de armónico, se puede expresar la longitud de la onda armónica, λn, en función de la longitud de la cuerda, L, con esta sencilla fórmula (que hasta vos, podrías deducir)...
λn = 2 L / n 
Haceme este favor: verificá que esta fórmula es correcta, por lo menos, para los armónicos que tenés representados en el esquema, ahí arriba. 
	 
	 

		De dónde viene la palabra armónico. Esto estoy seguro de que no te lo dije... pero también sé que ya lo sabés: que toda cosa que vibre (más o menos entre 20 y 20.000 hertz) y tenga la oportunidad de mover el aire, y vos estés cerca... lo vas a escuchar como un sonido. Si la vibración es pura, prolija el sonido te va a parecer un tono, una nota. Luego, los armónicos de esa vibración, también producirán sonidos... cuya superposición te resultará agradable, esos sonidos se juntan en armonía... arman acordes, que en música se denominan consonantes. Si te sonaran horribles serían disonantes... seguramente no se trata de una superposición de armónicos. Si las disonancias te agradan, te relajan, te traen paz y calma... es porque tenés un toscano en la oreja. 



	 
	 

	Se puede forzar la aparición de un armónico y evitar la aparición de la onda fundamental. Esta experiencia no es invento de la Física, sino de la música. Los guitarristas la realizan en forma corriente, aunque algunos no saben de qué se trata. Alcanza con apoyar suavemente un dedo sobre la cuerda justo en el medio de de la cuerda y luego pulsarla. Uno escucha un sonido muy particular (que el guitarrista llama primer armónico) y que coincide exactamente con la nota de la cuerda pulsada libremente, pero "una octava" más aguda. "Una octava" más aguda es el término de la jerga musical para referirse a un sonido de frecuencia doble. Lógicamente, como la longitud de onda disminuye a la mitad, la frecuencia debe aumentar al doble ya que la velocidad en la cuerda no cambia.
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	Apoyando un dedo sobre el 12° traste (flecha roja) y pulsando en cualquier lugar, aparecen 2 vientres (flechas verdes) y se escucha el sonido del 2do. armónico. 
	 



	 
	 

	El dedo apoyado sobre la cuerda (con suavidad, sin torcerla) obliga a la aparición de un nodo de vibración y al establecimiento de una onda estacionaria armónica de la fundamental. Apoyando el dedo sobre la cuerda en distintas posiciones (siempre indicadas por los trastes de la guitarra) se logran los armónicos subsiguientes. Por ejemplo, si el dedo se apoya sobre el 7to. traste sonará el 3er. armónico, ¡y aparece el segundo nodo en la posición simétrica!, cuya existencia se puede verificar fácilmente: si apoyamos el un dedo en cualquier otro lugar de la cuerda el sonido se extingue; pero si apoyamos el dedo en la posición de un nodo el sonido persiste como si nada. 
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	Apoyando un dedo en el 7° traste (flecha roja) y luego pulsando, aparecen 3 vientres (flechas verdes) y un nuevo nodo (flecha azul), y el sonido de 3er. armónico. 
	 



	 
	 

	Algunos guitarristas utilizan el método de los armónicos para afinar las cuerdas entre sí. 
	 
	 

	 
	 
	 

	CHISMES IMPORTANTES 
	 
	 

		· El la central del teclado de un piano de cola (la5) tiene una frecuencia de 880 Hz.
· Somos incapaces de escuchar tonos puros... el propio oído le agrega armónicos a cualquier sonido. 
· La superposición de armónicos es lo que le confiere a cada sonido su personalidad (en la jerga musical: su timbre). Fundamentalmente lo que distingue un la4 (440 Hz) de una guitarra, del mismo la pero de un clarinete, son los armónicos que acompañanan a cada uno, que ni son los mismos ni aparecen en el mismo volumen. 

	· Pitágoras, que no sabía nada de armónicos, descubrió que la longitud de la cuerda con las razones 1:2 y 2:3 producía unas combinaciones de sonidos agradables y construyó una escala a partir de estas proporciones. En sus experimentos, Pitágoras encontró tres intervalos que consideraba consonantes (o sea, le resultaban agradables): el diapasón, el diapente y el diatesaron. En la actualidad los llamamos la octava, la quinta y la cuarta porque corresponden al octavo, cuarto y quinto sonidos de la que conocemos como escala diatónica. 
	[image: http://neuro.qi.fcen.uba.ar/ricuti/No_me_salen/ONDAS/img_ondas/pitagoras.jpg]

	· También se produce rebote de una onda en una cuerda, sin necesidad de que el extremo se encuentre fijo. En ese caso (bastante raro, por cierto) los modos de vibración resonantes se establecen del mismo modo en la que lo hacen en una columna de aire con un extremo cerrado... cosa que te cuento en el apunte siguiente. 
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	PREGUNTAS CAPCIOSAS 
	 
	

	· ¿Por qué algunos músicos reniegan de la Física del sonido? ¿Creerán que el conocimiento crece en desmedro de la belleza? 
	 
	

	
	 
	

		Algunos derechos reservados. Se permite su reproducción citando la fuente. Última actualización mar-09. Buenos Aires, Argentina. 
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Ondas estacionarias en tubos abiertos o cerrados
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Los tubos de caña o de otras plantas de tronco hueco, constituyeron los primeros instrumentos musicales. Emitían sonido soplando por un extremo. El aire contenido en el tubo entraba en vibración emitiendo un sonido.
Las versiones modernas de estos instrumentos de viento son las flautas, las trompetas y los clarinetes, todos ellos desarrollados de forma que el intérprete produzca muchas notas dentro de una amplia gama de frecuencias acústicas.
El órgano es un instrumento formado por muchos tubos en los que cada tubo da una sola nota. El órgano de la sala de conciertos de La Sydney Opera House terminado en 1979 tiene 10500 tubos controlados por la acción mecánica de 5 teclados y un pedalero. 
El tubo de órgano es excitado por el aire que entra por el extremo inferior. El aire se transforma en un chorro en la hendidura entre el alma (una placa transversal al tubo) y el labio inferior. El chorro de aire interacciona con la columna de aire contenida en el tubo. Las ondas que se propagan a lo largo de la corriente turbulenta mantienen una oscilación uniforme en la columna de aire haciendo que el tubo suene.
 


Ya hemos visto en este capítulo como son las ondas estacionarias en una cuerda. Ahora veremos las ondas estacionarias que se producen en los tubos abiertos o cerrados por un extremo.
 
[bookmark: Tubos_abiertos]Tubos abiertos
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Si un tubo es abierto, el aire vibra con su máxima amplitud en los extremos. En la figura, se representan los tres primeros modos de vibración
Como la distancia entre dos nodos o entre dos vientres es media longitud de onda. Si la longitud del tubo es L, tenemos que
L= /2, L= , L=3 /2, ... en general L=n /2, n=1, 2, 3... es un número entero
Considerando que  =vs/f (velocidad del sonido dividido la frecuencia)
Las frecuencias de los distintos modos de vibración responden a la fórmula
[image: http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/ondas/acustica/tubos/Image680.gif]
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Tubos cerrados
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Si el tubo es cerrado se origina un vientre en el extremo por donde penetra el aire y un nodo en el extremo cerrado. Como la distancia entre un vientre y un nodo consecutivo es  /4. La longitud L del tubo es en las figuras representadas es L= /4, L=3 /4, L=5 /4...
En general L=(2n+1)  /4; con n=0, 1, 2, 3, ...
Las frecuencias de los distintos modos de vibración responden a la fórmula
[image: http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/ondas/acustica/tubos/Image672.gif]
 
Leyes de Bernoulli
Las fórmulas obtenidas explican las denominadas leyes de Bernoulli:
La frecuencia del sonido en un tubo es:
1. Directamente proporcional a la velocidad del sonido vs en el gas que contiene el tubo
2. Inversamente proporcional a la longitud del tubo L
3. En un tubo abierto, se puede producir el sonido que corresponde a la frecuencia fundamental (n=1) y sus armónicos (n=2, 3, 4, ..)
4. En un tubo cerrado, se puede producir el sonido que corresponde a la frecuencia fundamental y los armónicos impares (2n+1=3, 5, 7, ...).
5. En dos tubos idénticos y con el mismo gas, uno abierto y otro cerrado, el abierto produce un sonido cuya frecuencia (fundamental) es el doble que la del cerrado.
 

Función de onda , para ondas estacionarias.


	Introducción
Supongamos que tenemos una cuerda tensa muy larga, en la cual se desplazan dos ondas armónicas que viajan en sentido contrario.
Cuando estas ondas se cruzan se produce interferencia entre ellas de acuerdo con el principio de superposición.
Si ambas ondas tienen las mismas características, se produce en la cuerda una imagen con puntos que no oscilan llamados nodos y otros que lo hacen con diferentes amplitudes. Esta onda resultante, por tener velocidad de propagación nula, le llamamos onda estacionaria.
En el dibujo adjunto, representamos en color azul una onda armónica que viaja hacia la izquierda (las flechas sobre una de las crestas de esta onda color azul, permite seguir ese movimiento y para la verde se ha realizado el mismo procedimiento para su seguimiento) y otra onda armónica de color verde que viaja hacia la derecha, obteniéndose en color rojo la superposición de ambas.  
Pero además si se observa el dibujo con atención, verá que la onda suma (roja) no se desplaza hacia ninguno de los lados el eje x. Precisamente esta cualidad es la que le da el nombre de onda estacionaria.
El resto de los puntos de la onda estacionaria realizan exclusivamente un Movimiento Armónico Simple en el eje vertical.
[bookmark: onda_estacionaria]A este resultado de interferencia de dos ondas armónicas idénticas que se propagan en sentidos opuestos se les llama onda estacionarias.
Las líneas punteadas de color rojo señalan en su intersección con el eje de las x, los puntos donde se encuentran los nodos. Allí se observará claramente que la onda armónica se estaciona, es decir no progresa, no se desplaza hacia ningún lado, solamente modifica su amplitud entre nodos.





Onda Estacionaria
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/esta1.gif]
Para ver más claramente el fenómeno, cuando se está observando la imagen dinámica, fije su vista en uno de los nodos y verá cómo se produce el fenómeno explicado.
 
[bookmark: Función_de_onda_estacionaria]Función de onda estacionaria 
Consideremos la suma de dos ondas de igual amplitud y frecuencia una que se desplaza hacia la derecha "yd" y otra hacia la izquierda "yi".
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro27.gif]
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su suma será
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro30.gif]
extrayendo A de factor común y aplicando la relación de la suma de funciones trigonométricas tendremos
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro31.gif]
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sabemos además que 
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro33.gif]
por lo tanto nos queda
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro34.gif]
esta expresión puede ser escrita como
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro35.gif]donde  [image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro36.gif]
AR es la amplitud de la onda de cada punto del medio y "" es la pulsación en cada punto del medio.
Como la amplitud de la onda depende del "sen kx" tendremos que se anulará cuando 
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro37.gif]por lo que el [image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro38.gif]para n = 0, 1, 2, etc.
Por lo tanto como el número de onda [image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro39.gif]sustituyendo tendremos que
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro40.gif]
Estos puntos que llamamos nodos, son los que tienen amplitud cero por lo que siempre se mantienen en reposo. En consecuencia la "onda" estacionaria no avanza y no transporta energía. Por lo que de acuerdo a nuestra definición de onda, no es una onda. Es simplemente una perturbación localizada.
Los puntos de mayor amplitud (crestas o valles) se producen cuando el "sen kx" toma los valores máximos y esto se produce cuando [image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro2.gif]donde n = 0, 1 , 2, etc. La expresión "(2n+1)" es la forma de obtener números impares a partir de los números enteros.
Sustituyendo por la relación de [image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro39.gif]tendremos que
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro3.gif]  [image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro14.gif]
 Esta es la expresión que permite ubicar los puntos de máxima amplitud de la interferencia
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro15.gif]
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En consecuencia la cuerda se comporta como un conjunto de osciladores armónicos.
 


[bookmark: ambos_extremos_fijos]Ondas estacionarias en una cuerda con ambos extremos fijos.
Ahora vamos a proceder a fijar la cuerda en ambos extremos provocándole una perturbación armónica, en ella se producirán ondas estacionarias como resultado de la superposición de ondas armónicas que se propagan en ambos sentidos por reflexión en los extremos.
En este caso al fijar los extremos le estamos condicionando a la cuerda el tener puntos fijos (nodos) en sus extremos, es decir para x = 0 y para x = L siendo "L" la longitud de la cuerda.
En esos puntos entonces los valores de yR deben ser cero.
	De acuerdo con la expresión vista anteriormente, para los nodos tendremos que ellos se producen en las posiciones [image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro1.gif]y en este caso se deberá cumplir que exista un nodo en x = L de allí tendremos que [image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro41.gif]y las diferentes longitudes de onda que cumplen con esta condición son
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro42.gif]donde n = 1, 2, 3, etc.
Por lo tanto las longitudes de onda para los primeros valores de n serán
   [image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro43.gif]
como sabemos que 
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro44.gif][image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro45.gif]
En consecuencia podemos calcular la  frecuencia menor en la que se producen nodos en los extremos.
Asumiendo que n = 1 y vale 
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro46.gif]
	En este sector se muestran las formas que toma una cuerda con sus dos extremos fijos, que fuerza que en esos puntos se produzcan nodos.
Se observa por su orden
1er. armónico (n = 1) fundamental
2do. armónico (n = 2)
3er. armónico (n = 3)
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro8.gif]


A este valor se le llama frecuencia fundamental de vibración o primer armónico.
Escribiendo la expresión general en función de "n", tendremos todas las frecuencias a las que se generan ondas estacionaria y que se llamarán segundo, tercer, etc. armónico. Las que serán múltiplo de la fundamental.
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro47.gif]
Sabemos además que la velocidad de propagación de las ondas en una cuerda tensa, depende de la tensión (T) y de la densidad lineal de masa de la cuerda ().
Sustituyendo en la ecuación anterior la velocidad por su expresión resulta que
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro48.gif]
 
[bookmark: un_extremo_fijo]Ondas estacionarias en una cuerda con un extremo fijo.
En este caso forzamos también la aparición de ondas y tendremos como condición de extremo x = L tendremos un máximo de amplitud y en el extremo fijo x = 0 tendremos un punto fijo o nodo (amplitud 0).
	El máximo en este caso se va a producir cuando la diferencia de caminos es como vimos en el tratamiento de la interferencia de 
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro15.gif]y sustituyendo x por la longitud L de la cuerda tendremos que
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro49.gif] 
y despejando el valor de la longitud de onda tendremos que
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro50.gif]donde n = 0, 1, 2, etc.
Por lo tanto las longitudes de onda para los primeros valores de n serán 
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro51.gif]
	En este sector se muestran las formas que toma una cuerda con uno de sus extremos fijos, que hace que en un extremo exista un nodo y en el otro tendremos una amplitud máxima.
Se observa por su orden
1er. armónico (n = 0) fundamental
3er. armónico (n = 1)
5to. armónico (n = 2)
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Podemos aquí también obtener las frecuencias a las que se generan ondas estacionaria, sustituyendo la longitud de onda por su relación con la frecuencia y la velocidad de propagación de la onda. Y a su vez la velocidad relacionarla con la tensión y la densidad de masa obteniendo
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro52.gif]
Igualando este valor con la expresión de la longitud de onda en función de la longitud de la cuerda tendremos
[image: http://www.fisica-facil.com/Temario/Ondas/Teorico/Ondasestacionarias/centro53.gif]
Las ondas armónicas en una cuerda con un extremo libre, admite la fundamental y sus armónicos impares.
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